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 بررسی تاثیر تابش لیزر بر یک صفحه دوبعدی با استفاده از تئوری ساختار

 
 3 احمدرضا عظیمیان، *،2 داود طغرایی،  1 مهدیه زین الدینی

 toghraee@iaukhsh.ac.ir* نویسنده مسئول: 

 های کلیدیواژه  چکیده

با  با خواص فیزیکی و گرمایی ثابتتاثیر تابش لیزر به یک صفحه دوبعدی  مقاله ایندر 

 ساده مسئله سه به اصلی مسئله. در تئوری ساختار شودمی ارائه ساختار تئوریز ا استفاده

 از عبارتند جملات این .است غیرهمگن جمله یک دارای كدام هر كه شده تبدیل تر

 .هستند دارا را مختلفی مقادیر مسئله هر در كه انرژی تولید و مرزی شرایط، اولیه شرایط

با دمای اولیه  صفحه یک برای ایغیرفوریه حرارت انتقال معادله مقاله این در yx, ،

 گرفته قرار استفاده مورد ،دمای چهار طرف آن صفر در نظر گرفته شده كه حالتی در

ها نشان داده تحت تابش لیزر قرار دارد. همانطور كه در شکل. صفحه از سمت چپ است

و  ای از مدل غیرفوریه ای بیشتر استحداكثر دمای بدست آمده توسط مدل فوریه ،شده

ای انتشار حرارت به صورت موجی شکل است و در واقع شار های غیرفوریهدر تئوری

 در آمده دست به هایحل جایگذاری باحرارتی با تأخیر فاز با گرادیان دما مرتبط است. 

 .كرد بررسی توانمی را آمده دست به هایحل صحت سادگی به حاكم معادلات

 

 تئوری ساختار، انتقال حرارت غیر فوریه ای، 

 لیزرتابش 
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 مقدمه  -1

برای تعیین نفوذ حرارتی در مواد مختلف از قانون فوریه     

شود كه در آن فرض می شود هر اغتشاش دمایی استفاده می

شود. موج گرمایی در ماده با سرعت بینهایت پخش مییا 

رسد، زیرا برای این فرض از نظر فیزیکی منطقی به نظر نمی

های ترمودینامیکی برقراری هر حالت تعادل جدید در پدیده

به زمان نیاز است. شرایط پیچیده بیولوژیکی بافت و نیاز به 

آن  كنترل دما برای بهبود كیفیت درمان، محققین را بر

داشت كه به بررسی بیشتر انتشار حرارت در این محیط پویا 

بپردازند. در هنگام به كارگیری پرتوهای لیزر توان بالا و 

های زمانی بسیار همچنین در مطالعه انتقال حرارت در بازه

كوتاه، سرعت انتشار موج گرمایی برخلاف فرض  بسیار

[ 1] و ورنوت قانون فوریه محدود است. اولین بار كاتانئو

ای از انتقال حرارت به نام مدل هدایت مدل اصلاح شده

هذلولوی را ارائه دادند، كه در آن یک ثابت تأخیر زمانی 

در محاسبات  اگر برای شار حرارت در نظر گرفته شده بود.

های كمتر از مربرط به فرآیند انتقال حرارت كه در زمان

 دل فوریه استفاده شودزمان تأخیر یا محیط اتفاق بیفتد، از م

تواند منجر به نتایج نادرست شود. افزایش دمای ناحیه می

، تحت تابش لیزر در تومورهای مختلف دارای اهمیت است

لذا دانستن پروفیل دقیق دما برحسب زمان در اثر تابش لیزر 

های بدن از جمله تومورها دارای در نقاط مختلف بافت

جاه سال اخیر تحقیقات در طول پن .[2] اهمیت زیاد است

زیادی در رابطه با تصحیح هدایت فوریه در مواد و 

[، 3] 4لواندسکا فرایندهای مختلف صورت گرفته است.

معادله انتقال حرارت هذلولوی و سهموی را برای یک جسم 

نیمه بینهایت كه تحت یک منبع تابشی لیزر كه با زمان تغییر 

بعدی یک صفحه كند بررسی كرد. وی برای تحلیل یک می

نیمه بینهایت با مرزهای عایق از روش تبدیل لاپلاس استفاده 

                                                           
4 - Lewandowska 

كاتانئو و [، با استفاده از مدل 4كرد. سعدالدین و همکاران ]

ای كه تحت عملیات روش حل عددی دمای قطعه و ورنوت

ماشینکاری با استفاده از تخلیه الکتریکی قرار داشت را 

را برای چند عدد بدست آوردند و نمودارهای دمایی 

مشاهده كردند هر چه عدد  و ورنوت و فوریه رسم كردند

ورنوت بیشتر باشد زمان مورد نیاز برای رسیدن دمای قطعه به 

حالت دائم بیشتر خواهد بود و با افزایش عدد ورنوت 

-حداكثر و حداقل دمای قطعه، به ترتیب بیشتر و كمتر می

ای در ت غیر فوریه[، انتقال حرار5شوند. عاطفی و طلایی ]

 از روش جداسازی متغیرهارا  یک استوانه تو خالی همگن

برای حالت شار  را ایهای غیرفوریهو رفتارپروفیل مطالعه

در مطالعه  .ثابت و پالسی بر روی استوانه بررسی كردند

كه از سمت  ،دوبعدی صفحه یک تاثیر تابش لیزر بر حاضر

مورد  از تئوری ساختاربا استفاده چپ تحت تابش قرار دارد 

ای و فوریه مدلدو های دمای میدانمطالعه قرار گرفته است و 

 ای با یکدیگر مقایسه شده اند.غیرفوریه

 معادلات حاکم -2

با خواص  دوبعدیبر صفحه تاثیر تابش لیزر  در این مقاله    

byو  ax0 فیزیکی و گرمایی ثابت 0  با دمای

اولیه  yxyxT ,)0,,(   ،و شرایط مرزی مستقل از زمان

 مسئلهگردد. شماتیک می بررسیبا استفاده از تئوری ساختار 

 ( نشان داده شده است،1در شکل )

 

( شماتیک یک صفحه دوبعدی که تحت تابش لیزر 1شکل )

 قرار دارد
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شوند، شرایط مرزی و اولیه به صورت زیر در نظر گرفته می

برای سادگی و كاهش پیچیدگی معادلات، دمای محیط 

 صفر درنظر گرفته شده است.

(1         )                                   0ty,a,Tty,0,T  

(2)                                     0tb,x,Ttx,0,T  

(3                )                        300Kyx,φy,0x,T  

(4            )                                     yx,ψy,0x,
t

T





 

 مدل انتقال حرارت فوریه ای 2-1

تئوری كلاسیک انتقال حرارت هدایتی بر پایه قانون     

توسط  1807فوریه بنا شده است. این قانون در سال 

بر اساس  5فیزیکدان و ریاضیدان فرانسوی جوزف فوریه

 [،1] تجربه و آزمایش به صورت زیر پیشنهاد شد

(5)..                                                   tr,Tktr,q  

qبر مبنای این قانون شار حرارتی   با گرادیان دما رابطه

در مختصات كارتزین این معادله به صورت زیر خطی دارد. 

 نوشته می شود،

(6)      ..          





















 k

z

T
j

y

T
i

x

T
kx,y,z,tq ˆˆˆ 

دما و Tزمان،  tمکان یک نقطه از جسم،  r(، 5در معادله )

 باشد عملگر گرادیان میk  هدایت گرمایی هم ضریب

ماده است كه تابع دو خاصیت شدتی و مستقل ماده )عموماً 

فشار( است و براساس قانون دوم ترمودینامیک دارای  دما و

[. هر چه مقدار عددی ضریب هدایت 1مقدار مثبتی است ]

بزرگتر باشد، جسم هادی تر بوده و مقدار گرمایی جسم 

كند و برعکس هرچه حرارت بیشتری از آن عبور می

مقدارعددی ضریب هدایت گرمایی جسم كوچکتر باشد، 

در معادله  (5)انشین كردن رابطه با جتر است. جسم عایق

                                                           
5-Joseph Fourier 

ای انرژی سیستم فرم كلی معادل انتقال حرارت فوریه

( به صورت زیر fدوبعدی با در نظر گرفتن منبع حرارتی )

 بدست می آید، 

t)y,f(x,)
2

y

t)y,T(x,
2

2
x

t)y,T(x,
2

α(

t)y,(x,
t

T
















                  )7( 

(8             )                                                   )
pρc

k
α  

 [ قرار دارد،6صفحه از سمت چپ تحت تابش لیزر ]

(9      )                                      x,y,tg
k

α
x,y,tf 

(10 )    )e.(e.e
k

αg
f(x,y,t) δ tβt/d8yμx0

22   

 (CVای )مدل انتقال حرارت غیرفوریه 2-2

رابطه ارائه شده توسط كاتانئو و ورنوت كه به مدل انتقال     

 ،معروف است به صورت زیر است CVحرارت 

(11              )    
 

 trTk
t

trq
trq q ,

,
, 




 

با اعمال عملگر دیورژانس در دو طرف معادله بالا و 

جایگزین كردن معادله انرژی، معادله هدایت حرارتی 

در مختصات كارتزین، با در ای در حالت دوبعدی غیرفوریه

 آید،نظر گرفتن منبع حرارتی به صورت زیر بدست می

(12)   

   
 tyxf

y

tyxT

x

tyxT

t

T

t

T

q

,,
,,,,
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2

2

2

2

2





 

 

(13            )                 
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 تئوری ساختار -3

تئوری ساختار یک ابزار است كه برای حل مسائل خطی     

توان استفاده كرد. این انتقال حرارت هذلولوی از آن می

روش بیانگر یک حل دقیق از معادله انتقال حرارت 

هذلولوی با استفاده از ریاضیات پایه است و برای حل مسائل 

توان به انتقال حرارت با جملات و شرایط غیرهمگن نیز می

كار برد. به طوری كه مسئله اصلی به مسائل ساده تری تبدیل 

شرط یا جمله غیرهمگن  می شود و هر مسئله دارای یک

است. این شرایط غیرهمگن عبارتند از، تولید انرژی، شرایط 

اولیه و شرایط مرزی كه برای هر مسئله مقادیر متفاوتی را 

 ترینازقدیمی یکیدارند و با استفاده از اصل برهم نهی كه 

 حرارت انتقال مسائل حل برای هاروش وپركاربردترین

-است، پاسخ كلی برابر است با مجموع تمام میدان هدایتی

 های دمای بدست آمده از هر مسئله. 

 حل مدل انتقال حرارت غیر فوریه ای 3-1

 :      1مسئله شماره 

(14            )                          0 ),(),,( yxtyxf  

(15) 

   



























2

1

2

2

1

2

2

1

2

1 ,,,,

y

tyxT

x

tyxT

t

T

t

T
q 

(61    )                              0,,,,0 11  tyaTtyT 

(71    )                                  0,,,0, 11  tbxTtxT 

(81        )                                 yxyx
t

T
,0,,1 



 

 :               2مسئله شماره 

(91)                               0),(,0),,(  yxtyxf  

(20)
                      





























2

2

2

2

2

2

2

2

2
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,,,,
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T

t

T
q





 

(21         )                       0,,,,0 22  tyaTtyT 

(22                   )               0,,,0, 22  tbxTtxT 

(23                            )                 yxyxT ,0,,2  

 ، 3مسئله شماره 

(24)                       0)0,,(,0)0,,(  yxyx  

(25)                    

 ty,x,f

y

ty,x,T

x

ty,x,T
α

t

T
τ

t

T

2

3

2

2

3

2

2

3

2

q
3





























 

(62      )                        
   

   

 































t

g
qg

k
tyxf

tbxTtxT

tyaTtyT




,,

0,,,0,

0,,,,0

 

برابر  (12)با استفاده از روش برهم نهی پاسخ كلی مسئله 

 است با،

(72   )       tyxTtyxTtyxTtyxT ,,,,,,,, 321  

 برابرند با، 3Tو 1T ,2T كه،














1n 1m

mnmn

q

ψ1

b

nππ
sin

a

mππ
 sint) sin(B

2τ
t

e

t)y,(x,Wt)y,(x,T


   )28(

    
y))ψ(x,t,y,F(x,t)y,(x,W

t)y,(x,T

ψ

1




                            )29(
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y))φ(x,t,y,)F(x,

tτ

1
(

t)y,(x,)W
tτ

1
(t)y,(x,T

q

φ

q

2












                  )30(

     
ξ))dξy,f(x,ξ,ty,F(x,t

ξ))dξy,f(x,ξ,ty,(x,
τf

WtT3











         )31(

      

تاثیر تابش  3T همانطور كه پاسخ سه مسئله نشان می دهد

كافی است  3Tبرای بدست آوردن  و لیزر را نشان می دهد

را جایگزین كنیم. در  f مقدار ψبه جای  1Tدر رابطه 

است و با متغیر  ( انتگرال نسبت به متغیر كاذب 31معادله )

t .به عنوان ثابت برخورد می شود 

( و 17( و )16ر اساس شرایط مرزی )( ب1)پاسخ مسئله 

 استفاده از بسط فوریه به صورت زیر است،

(23)

    






















b

yn

a

xm
tTtyxT

1n 1m

mn


sinsin)(),,(1 

 )(tTmn  تابعی است كه باید مشخص شود و با جایگزینی

( و با فرض 12( در )23رابطه )  0,, tyxf ،داریم 

(33     )        0)()()( 2  tTktTtT mnmnmnmnq

(43 )                          













 
















22

2

b

n

a

m
k

mn


 

 های معادله فوق برابر است با ،   ریشه

(53                             )                    ir mnmn  2,1 

(63                )                                         
qmn

2

1
 

(73     )                                     
q

mnq

mn

k






2

14 2 
 

 پاسخ معادله همگن بالا به صورت زیر است،

(83)

))sin()cos((
2

)( tBtA

t

etT mnmnmnmn
q

mn 






 

mnA و mnB  ضرایب مجهول هستند و با اعمال شرایط اولیه

 آیند،بدست می

(93  )               

00),()0,,(1  mnAyxyxT  

(04       )             
),(sinsin)(

)0,,(

1 1

1

yx
b

ynxm
B

yx
t

T

n m

mnmn 





 















 

(41) 

 










b a

dxdy
b

yn

a

xm
yx

M
B

mnmn

mn

0 0

sinsin),(
1 




 

(24)   
4

sinsin 22 ab

b

yn

a

xm
MMM nmmn 


















 

 برابر است با، 1بنابراین پاسخ مسئله 

(34    )

  



 1 1
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(44   )             
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  ،با برابر است 3T ،تئوری ساختار استفاده ازكه با 
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مدل فوریه ای نیز به همین ترتیب به صورت  3Tمیدان دمای 

 زیر بدست می آید،

(46) 
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  نتایج -4

 ای وفوریه مدل 3Tهای دمای در این قسمت میدان    

مقادیر لازم برای رسم معادلات شوند. ای رسم میغیرفوریه

[ برای گوشت عمل 7] 6هدایت هذلولوی از مقاله آنتاكی

( نشان داده 10آوری شده و مشخصات تابع لیزر كه با رابطه )

[، به صورت جدول زیر 8و همکاران ] 7شد، مشابه كار یی

                                                           
.3 Antaki etal. 
.4 Yi etal. 

ها از نرم افزار انتخاب شدند و برای محاسبه و رسم شکل

 متلب استفاده شده است.

 

 [8و  7]( مقادیر لازم برای رسم میدان های دما 1جدول )

a b d g0 

0,02 mm 0,02 mm 0,01 mm 3-m/W 1010 ×5 

k    

1-(°m C )W  80/0 1-s 2m 7-10  ×40/1 1-s110 
9/4 1-s210 

45/2 

μ τq   

1-m 1000×1 16s   

و  ایفوریههای مدل دمایرسم میدان  4-1

 ایغیرفوریه

ای نشان داده مدل فوریه 3T( میدان دمای 2در شکل )    

تاثیر تابش انرژی لیزر به لبه سمت چپ را  3Tشده است. 

اتفاق mm 1= xنشان می دهد. طبق شکل حداكثر دما در

می افتد. به دلیل این كه تابع تابش لیزر انتخاب شده به 

تغییرات دما پس از گذشت زمان بسیار صورت نمایی است ، 

زمان های مختلف برهم  در 3Tكه مقدار  كم است، طوری

 منطبق می شود. 

 

های مختلف ای در زمانمدل فوریه 3T ( میدان دما2شکل )

 (K0=Tو شرایط مرزی دما ثابت  mm  10=y)در
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در اینجا . نشان داده شده است 3T( میدان دمای 3در شکل )

تغییرات دما  و افتداتفاق می=mm  1 xدما درحداكثر نیز 

 3Tپس از گذشت زمان بسیار كم بوده به طوری كه مقدار

( 4های مختلف برهم منطبق شده است. در شکل )در زمان

نشان داده  yدر راستای محور  3Tنیز تغییرات میدان دمای 

، = mm10 y( حداكثر دما در 4شده است. طبق شکل )

 است.  K 200حدود

 
های مختلف زمان در CVمدل  3T ( میدان دما3شکل )

 (K0 =T و شرایط مرزی دما ثابت mm 10 =y)در

 
های مختلف زمان در CVمدل  3T ( میدان دمای4شکل )

 (K  0=Tو شرایط مرزی دما ثابت  =mm 1x )در

میدان دمای دو مدل فوریه ای و  (6( و )5)در شکل های 

با توجه به انتشار  شده اند.با هم مقایسه  CV غیرفوریه ای

حرارت با سرعت بینهایت حداكثر دمای بدست آمده توسط 

  .ای از مدل غیرفوریه ای بیشتر استمدل فوریه

 
 و فوریه ای CVمدل  3T میدان دمامقایسه  (5شکل )

 (K0 =T و شرایط مرزی دما ثابت mm 10 =y)در 

 

 ای و فوریه CVمدل  3T میدان دمای (6شکل )

 (K  0=Tو شرایط مرزی دما ثابت  =mm 1x )در

 نتیجه گیری -5

با تاثیر تابش لیزر به یک صفحه دوبعدی در این مقاله     

ز ابا استفاده به روش تحلیلی  خواص فیزیکی و گرمایی ثابت

 ایهای دمای دو مدل فوریهو میدان شد ارائه ساختار تئوری

و در شرایط مرزی همگن ومستقل از زمان بررسی شد و 

نتایج آنها به تفکیک میدان های دما و در زمان های مختلف 

های نهایی دو مدل هدایت حرارتی به رسم شد. جواب

تغییرات هر  و های نامحدود بدست آمدندصورت سری

با توجه به انتشار حرارت  شد.میدان با گذشت زمان مشخص 

پیش بینی  ایفوریهدمایی كه مدل  حداكثربا سرعت بینهایت 

های اولیه پس در زمان 3Tمیدان دمای كند بیشتر است. می

از اعمال لیزر روی سطح، روند افزایشی دارد و مقادیر دما 

گیریم كاهش می یابد هرچه از نقطه اعمال لیزر فاصله می

 مسئله امری طبیعی است. كه با توجه به فیزیک

 فهرست علائم -6

x ،(mm) aضخامت صفحه در راستای محور   



 (pt10 Bold)فونت بی زر  عنوان مقاله
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 ضریب
mna  

y ،(mm) bضخامت صفحه در راستای محور   

 ضریب
mnb  

 (J/kg.K) ،ظرفیت گرمایی ویژه جسم
pC  

d (mm) ،قطر پرتو لیزر  

g (3m/W) ،تابع تولید انرژی  

tg)( ( t- e -t-e) ،تغییرات زمانی لیزر  

x، (μx-e) )(xgدر راستای  مشخصات مکانی لیزر  

، y در راستای مشخصات مکانی لیزر

(2d/2y8-e) 
)(yg  

 (3m/W) ،حداکثر اندازه انرژی لیزر
0g  

k (W/ m.K) ،ضریب هدایت حرارتی  

m شاخص و n  

q (2m/W) ،شار حرارتی  

r (m) ،یک نقطه جسم مکان  

t (s) ،زمان  

  علائم يونانی

 (s/2m) ،ضریب نفوذ حرارتی  

 ضریب افزایش پالس لیزر با زمان  

 ضریب افزایش پالس لیزر با زمان  

 اولیهتابع   

 (m-1) ،ضریب جذب  

 (3m/kg) ،چگالی جرمی  

 (s) ،زمان آسایش شار حرارتی
q  

 نرخ تغییر تابع اولیه  
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